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Notations

A =Kz, ...,x,] : anneau de polynomes a coefficients dans K(K : un corps).
(a) : I'idéal bilateére engendré par a.

R : une relation binaire sur E.

<: une relation d’ordre.

multideg(f) : le multidegré de f.

M(zq, ..., z,) : Pensemble des monomes en les indéterminées z, ..., z,,.

| @ |: le degré total de monome z{*...x%" avec a; € N.

x® = a0 tellque x* € M(xq, ..., x,) et o = (aq, ..., ).

” <7 : un ordre monomial sur M.

LT(f) : le terme dominant de f, selon ” < 7 (pour leading term).

LC(f) : le coefficient dominant de f, selon ” <7 (pour leading coefficient).
LM(f) : le mondome dominant de f, selon ” < (pour leading monomial).
LT(I) : I'ensemble des termes dominants des éléments de 1.

(LT(I)) : I'idéal engendré par les éléments de LT(1).

<iez: order lexicographique.

Srevier: 1’0ordre lexicographique inversé.

" Xdeglex  : V'ordre lexicographique gradué.

— 7 Kdegreviex . : I'ordre lexicographique gradué inversé.

[ G r: la forme normale du polynome f par la division par G.

[F, : corps fini de ¢ élément.

F, : la cloture algébrique de F,.

F(z1,...,x,, 2) : le polyndome homogénéisé (ou simplement homogénéisé) de f.
V(f1,.., fm) : la variete affine de fi, .., fo.

V(I) : le sous-ensemble de K" de I'idéal I de Kz, ..., z,].
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Introduction

En algébre appliquée, de nombreux problémes de modélisation se formulent en
termes d’équations polynomiales. L’étude des idéaux de polynoémes & plusieurs in-
déterminées permet de résoudre des systémes d’équations polynomiales & plusieurs
inconnues, grace a des méthodes algorithmiques. L’ensemble des polynémes & plu-
sieurs indéterminées forme un anneau commutatif, noté K[zy,...,z,]. Un idéal de
K [z1, ..., z,] est un sous-ensemble de cet anneau, stable pour 1’addition et la multipli-
cation. On peut définir des idéaux de K [z1, ..., ,] & partir d’une famille de polynomes,
appelée base de l'idéal. L’idéal correspond alors & ’ensemble des combinaisons de po-
lynémes de la base. Cette définition invite au probléme suivant : comment savoir si
un polynéme donné appartient a 1’idéal engendré par une base donnée ? (Le probléme
de I'appartenance a un idéal). La division euclidienne peut répondre a cette question.
Mais cette méthode n’est pas toujours opérationnelle. Pour résouder ce probleme,
une méthode consiste a trouve, pour un idéal donné, une base qui respecte cette
équivalence entre la nullité du reste de la division d’un polynéme par cette base et
I’appartenance de ce polyndéme a l'idéal. On appellera base de Grobner. La théorie
des bases de Groebner pour les anneaux de polynomes & plusieurs indéterminées a
été développée en 1965 en Autriche. Le pére de cette théorie est Bruno Buchberger,
il a donné a ces bases le nom de son directeur d’études, Wolfgang Groebner. Le ma-
thématicien Buchberger a créé un algorithme qui, pour tout idéal, calcule une base

de Grobner. Cet algorithme termine avec succés en un nombre fini d’étape.

Ce mémoire est réparti en quatre chapitres :
Dans le premier chapitre, nous allons donner quelques notions élémentaires sur les
anneaux et la relation d’ordre.

Dans le deuxiéme chapitre, on fait une étude sur les ordres monomiaux.



Dans le troisiéme chapitre, nous présentons les bases de Grobner et le probléme
de 'appartenance d’un polynome & un idéal.
A le quatriéme chapitre, nous intéressons a quelques propriétés sur les variétés

algébriques.



Chapitre 1

Notions élémentaires sur les

anneaux et la relation d’ordre.

1.1 Généralités sur les anneaux.

1.1.1 Anneaux et idéaux.

Anneaux

Définition 1.1
Un groupe (G, *) est un ensemble G muni d’une loi interne (ou loi de composition
interne), c’est -a-dire une application G x G — G, (x,y) — x * y Possédant les

propriétés suivantes :
1. Laloi est associative : Vz,y,z2 € G, (zxy)xz=x%(y=*2z).
2. Il existe un élément e € GG, appelé élément neutre de G, tel que :
VeeG,xxe=exx =1.
3. pour tout élément z € G, il existe ' € G, appelé symétrique de x, tel que :
rxxr =1 xx =e.
Si, de plus, la propriété suivante V(z,y) € G X G, x xy = y * x est vérifiée, le

groupe G est dit commutatif ou abélien.

Exemple 1.1
(Z,+) est un groupe.



Définition 1.2
On appelle sous-groupe d’un groupe (G, %) toute partie H de G vérifiant :

1. ec H.

2. Ve,y € H, zxy € H.

Exemple 1.2
{e} et G sont des sous-groupes de (G, *).

Définition 1.3
Un anneau A est un ensemble muni de deux opérations ” + 7 (addition) et 7 x ”
(multiplication) telles que :

1. (A, +) est un groupe abélien.

2. La multiplication est associative : Va,b,c € A, (a X b) x c =a x (b X ¢)

et distributif par rapport a ’addition :

Va,b,c€ Ajax (b+c)=axb+axcet (a+b)Xc=aXc+aXec.

On ne regarde ici que des anneaux commutatifs :
Va,be€ A,a xb=1>b X a.
Muni d’une unité 14 : Va € A, 14 xa=a x 14 = a.

Exemple 1.3
(Z,+, %), (R,+, X),(C,+, x), (Q,+, X) sont des anneaux commutatifs unitaire.

Définition 1.4
Un sous-ensemble S d’un anneau A est un sous-anneau, si S est un sous-groupe pour

I’addition, stable par multiplication et 14 € S.

Exemple 1.4

(Z,+, x) est un sous-anneau de (Q, +, X).

Définition 1.5
Soient A, B deux anneaux. Une application f : A — B est un homomorphisme

d’anneaux, si :



1. Ya,b e A, f(a+b) = f(a) + f(b).
2. Ya,b e A, f(axb) = f(a) x f(b).
3. f(1,) =15.

Exemple 1.5
Soit f :Z — Z,/nZ, * — T, n € N* définie par f (z) =7, on a :

Donc, f un homomorphisme d’anneaux.

Définition 1.6
Soit A anneau commutatif d’unité 14.
1. x € A est un diviseur de zéro si, dy # 0,y € A tel que x x y = 0.

2. xz € A est inversible si, Jy € A tel que x x y = 14.

L’ensemble d’éléments inversibles de A est un groupe, appelé groupe des unités

de A et noté U(A).

3. On dit que A est intégre si, A n’a pas de diviseurs de zéro sauf 0.

Exemple 1.6

1. Zgz ={0,1,2,3,4,5},0=0,1=1,0ona2x3 =6 = 0 donc, 2 et 3 des diviseurs

de zéro, et Zgy est n’est pas intégre.

2. Soit p premier. Les éléments inversibles de F, sont les classes de 1,2,...,p — 1.
U(Z) ={1,-1}, U(K) = K*.

3. Les anneaux Z, I, (p premier), K[zy, ..., x,] (K un corps) sont integres.

Corps

Définition 1.7

On appelle corps tout anneau (K, 4, x) vérifiant :

1. (K, 4+, x) est commutatif.



2. K est non réduit a {Ox}.

3. Tous les éléments de K, sauf le nul, sont inversibles.

Exemple 1.7
(Q, +, x), (R, +, %), (C, +, x) sont des corps usuels.

Proposition 1.1

Tout corps est intégre.

Preuve.
Soit K un corps, K est commutatif et non réduit a {Ox }. Pour a,b € K, si ab = Ok et
a # Ok alors on peut introduire a=! et on a : b = a~!(ab) = Og. Ainsi, K ne posséde

pas de diviseurs de zéro. Il est donc intégre. m

Sous corps

Définition 1.8
On appelle sous-corps d’un corps (K, +, X) toute partie L de K vérifiant :

1. L est un sous-anneau de (K, +, x).

2. rel,r #0x =z € L.

Exemple 1.8
(Q, +, x) est un sous-corps de (R, +, x).

Théoréme 1.1

Si L est un sous-corps de (K, +, %), alors (L, 4, x) est un corps.

Preuve.

Puisque L est un sous-anneau de l'anneau commutatif (K, +, %), on peut affirmer
que (L,+, x) est un anneau commutatif. Puisque 1x € L, on peut affirmer que
I’anneau(IL, 4+, X) n’est pas réduit & Og. Enfin, puisque l'inverse d’un élément non
nul de LL est élément de L., on peut affirmer que tout élément non nul de ’anneau L

est inversible dans celui-ci. =

Exemple 1.9
Considérons Q [\/5] = {a +bv/2 /a, be Q}. Montrons que (Q [\/ﬂ ,+, X) est un
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corps. Pour cela montrons que Q [\/ﬂ est un sous-corps du corps (R, +, x).On a
évidemment Q [\/ﬂ CR.1=140xvV2€Q [\/ﬂ

Pour z,y € Q [\/ﬂ , on peut écrire z = a + bv/2 et y = ¢ + dv/2 avec a,b, ¢, d € Q.
Onaalors, z —y = (a —c) + (b— d)VvV2 € Q [V2].

et 2y = (ab+ 2dc) + V2(ad + be) € Q [V2]. Enfin, si z # 0,

1 1 B a—byv2 B a —b
LT ur e (a+bv2)(a —bV?2) _a2—2b2+a2—262\/§€@[\/§]'

a =b
car 53, sz © Q.

Idéaux

Définition 1.9
Une partie I d’un anneau A est un idéal a gauche (resp. a droite, resp. bilatére) si [
est un sous-groupe abélien de A pour 'addition et si

Vx € I,Va € A a.x € I(resp, x.a € I, resp, a.x € I et x.a € I).

Remarque 1.1

1. Si anneau A est commutatif, il y a équivalence entre idéal & gauche, idéal a

droite et idéal bilatére. Dans ce cas, on dira que I est un idéal.

2. Tl est évident que si I est un idéal & gauche (resp. a droite, resp. bilatére) d’un

anneau A et si 14 € I, alors [ = A.

Exemple 1.10
Soient A et {0} sont des idéaux bilatéres de A.

Définition 1.10

Si I et J sont deux idéaux & gauche (resp. a droite, resp. bilatéres) d’un anneau A,
alors : I +J = {x+y| x € I,y € J} est un idéal & gauche (resp. & droite, resp.
bilatere) de A, appelé somme des idéaux I et J.

1J = Z x| €Ly, € J } est un idéal a gauche (resp. a droite, resp. bilatére)

finie

de A, appelé produit des idéaux I et J.



Proposition 1.2

Si{1;} ;e une famille non vide d’idéauz & gauche (resp. o droite, resp. bilatéres) d’un
anneau A, alors ﬂ I; est un idéal & gauche (resp. & droite, resp. bilatére) de A.

jeJ

Définition 1.11

Soient A un anneau et S une partie de A. On appelle idéal & gauche (resp. a droite,
resp. bilatére)de A engendré par S le plus petit idéal a gauche (resp. a droite, resp.
bilatére) de A contenant S. C’est U'intersection des idéaux & gauche (resp. a droite,

resp. bilatéres) de A contenant S.

Proposition 1.3
Soient A un anneau et S une partie de A. L’idéal a gauche de A engendré par S est
formé des éléments de A s’écrivant : Zfim.e a;s;, a; € A, s; € S.

On écrire de la méme maniére l’idéal & droite (resp. bilatére) engendré par S.

Notation 1.2
Si la partie S est réduite o un élément, S = {a}, on note (a) l'idéal bilatére engendré

par a.

Définition 1.12
Un idéal (a gauche, a droite, bilatére) I d’un anneau A est dit propre si I # {0} et
[+ A

Proposition 1.4
Un anneau commutatif A est un corps, si et seulement s’il ne posséde aucun idéal

propre.

Preuve.

Soient A un corps et I un idéal non nul de A. Il existe un élément a # 0 dans 1.
L’¢lément a, étant non nul, est inversible dans A et, puisque I est un idéal, e 'a = 14
appartient a I. On en déduit que [ = A.

Supposons que A soit un anneau commutatif sans idéal propre. Pour tout élément
a # 0 de A, L’idéal (a) engendré par a est non nul, donc égal a A. Par conséquent, il
existe un élément b de A tel que ab = 1,4. Cela montre que tout élément non nul de

A est inversible, donc que A est un corps. =
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Définition 1.13
Soient A un anneau et I un idéal de A. On dit que [ est principal s’il est engendré

par un élément (i.e., Ja € A tel que I = (a)).

Définition 1.14

Un anneau intégre est principal si tout idéal de cet anneau est principal.

Remarque 1.2

1. Sil’élément a € A est inversible, alors aa™! = 14 € (a).

2. Dans un anneau intégre, (a) = <a/> est équivalent & a' = ua avec u élément
inversible de A. En effet, si (a) = (a'), il existe u € A et v € A tels que a’ = ua
et a = va :onadonca =wuva , dota (14 —uv) = 0 et, puisque I’anneau
A est integre, uv = 14. Si a' = wa, alors <a/> C (a). Si u est inversible, on a
a=u"'a, dou (a) C {(a').

Autrement dit, dans un anneau principal, tous les générateurs d’un idéal quel-

conque sont « égaux entre eux, aux éléments inversibles prés ».

Anneaux Euclidien

Définition 1.15
Soient A un anneau commutatif, a et b deux éléments de A. On dit que a divise b, ou

que a est un diviseur de b, et on écrit a|b, s’il existe un élément ¢ € A tel que b = ac.

Définition 1.16  (Anneau de Bézout)
Soit A un anneau commutatif intégre, on dit que A est un anneau de Bézout si, et
seulement si une des deux propositions équivalentes suivantes est vérifiée :

1. La somme de deux idéaux principaux de A est toujours un idéal principal.

2. Tous les idéaux de type fini de A sont principaux.

Théoréme 1.3  (Egalité de Bézout)
Soit A un anneau de Bézout, a et b deux éléments de A et d = pged(a,b). Il existe

alors un couple (u,v) € A? tels que : au + bv = d.



Théoréme 1.4  (théoréme de Bézout)
Soit A un anneau de Bézout, a et b deux éléments de A sont premier entre eux si, est

seulement si I(u,v) € A%, au+bv = 14.

Preuve.

Dans le sens = : Immédiat grace a ’égalité de Bézout.
Dans le sens < : (réciproquement)

On suppose que 3(u,v) € A2, au+ bv = 14.

Si d = pgcd(a, b) alors d divise a et b donc d divise au + bv.

Donc d divise 1. Onabiend =14. =

Définition 1.17
Soit A anneau commutatif unitaire intégre. Une division FEuclidienne sur A est une
application ¢ : A — {0} — N,z — ¢(x), vérifiant :

1. Va,be A—{0}: p(a) < p(ad).

2. Ya,b e A,b# 0, ilexiste (¢,7) € AxAtelle que a = bg+r,r = 0ou p(r) < p(b).

Algorithme d’Euclide

Algorithm 1.5

Soit A anneau euclidien. On calcul le pged de a et b e A (b#0).
a=0bq +r1, 1 =0 oup(ry) < p(b)
b=r1g2 + 72, 12 =0 ou p(r2) < (r1)

r1=71aqs + 13, 73 =0 ou ¢(r3) < p(r7)

Tn2 = Tn_1qn + Tn, Tn = 0 ou 90(7“71) < (,D(Tn—l)
Tn-1="Tnq +0.

donc on a, m, = pgcd(a,b), inversement on trouve x,y € A tels que r, = ax + by.

Définition 1.18
Un anneau Euclidien est un anneau commutatif A vérifiant les deux propriétés sui-

vantes :
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1. A est intégre, i.e., pour tous éléments a et b de A,
ab=0= (a=0o0ub=0).

2. 1l existe sur A un algorithme Euclidien, i.e., une application ¢ : A — {0} — N,

telle que, pour tout a € A et tout b € A— {0}, il existe ¢ € A et r € A, tels que
a=0bq+r, avec p(r) < ¢(b) our = 0.

Théoréme 1.6

Un anneau Euclidien est principal.

Idéaux maximaux, idéaux premiers

Définition 1.19

1. Unidéal I C A, I # A est premier si z X y € I implique soit = € I, soit y € I.

2. Unidéal M C A, M # A est maximal si pour un d’idéal I tel que I D M, on a
soit I = M, soit I = A.

Algébre des polyndomes.

Définition 1.20
Soit A un anneau, ’ensemble des polynomes & une indéterminée a coefficients dans
A muni de I’addition et de la multiplication définies ci-dessus est un anneau commu-

tatif. On note A[X].

Proposition 1.5
Si A est intégre alors pour tout P,Q € A[X] on a :

deg(PQ) = deg(P) + deg(Q) et deg(P + Q) < deg(P) + deg(Q).

Preuve.
Si un des deux polynomes est nul alors PQ) = 0 et I’égalité devient —oo = —oo ce

qui est « vrai ». On suppose donc que P et () sont non nuls. Soit n = deg(P) et

m = deg(Q). On pose P = > a; X" et Q = > b; X" ou a;,b; € A. Alors le coefficient
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du terme dominant de PQ est a,b,,,0r a, # 0 et b,, # 0 et donc, puisque A est
integre, a,b,, # 0. Ce qui implique deg(PQ) =n+m. ®

Définition 1.21
Un monodme en z, ..., z, est un produit de la forme z7*'...x0" avec a; € N, le degré

total de ce mondme est la somme des o, il est noté | « |.

Définition 1.22
Un polynéme f en x4, ..., x, avec les coefficients dans K est une combinaison linéaire

finie des monomes, on écrit : f =" a,x%a, € K.

Définition 1.23

Soit f =", aqnx* a, € K, un polynoéme dans K [z1, ..., z,] .
1. On appelle a,, le coefficient du monoéme x®.
2. Si a, # 0, alors on appelle a,z® un terme de f.

3. Le degré total de f noté deg(f) est le maximum des | « | tel que a,, # 0.

Définition 1.24
Un polynome est dit homogene si tous les mondémes apparaissant avec un coefficient

non nul ont le méme degré total.

Exemple 1.11
Le polynome z1zox3 + 73 — 102225 est homogene.

Le polynéme 2 + x5 n’est pas homogene.

Définition 1.25

Un ensemble [ C K|z, ..., x,] est un idéal si et seulement si :
1. 0el.
2. Sif,gel,alors f—gel.
3. SifeletheK|xy,..,z,] alors hf € .

Lemme 1.1

Si f1,. fs €Kz, ...,z alors l’ensemble :

(fiy o fs) = {Z hifiihy, ..., hs € K21, xn]}
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est un idéal de K[x1,...,x,| appelé l'idéal engendré par fi,..., fs (c’est le plus petit

idéal contenant fi,..., fs ).

Preuve.

0€ (fi,.... [s) puisque 0 = "7, 0f;.

Soit f =0 pifipi € Klry, ..,xn) et g=> 0 aifi,ai € K[z, ..., 2]
onaf—g=>. (pi—q)fi € fi,- fs) car p; — ¢ € K[z1, ..., xp).
Soit h € K[z1,...,xz,) ona hf =" (hp;)f; ot hp; € Kz, ..., x)

donc hf € ( fi, ..., fs)-
Soit I un idéal de K [z1, ..., ] tel que {f1,..., fs} C I, on montre que (fi, ..., fs) C I.

Soit f € (fi o fo), L&, f = >0 pifispi € Klay,...,xy], on a {fi,..., fs} C I et

comme [ est un idéal de K [xy,...,x,], alors f € [. m

Définition 1.26

Soit g un polynéme non nul de K[z, ..., z,,|. Pour tout f € K|xy,...,z,] ,

il existe q,r € K[zy, ..., x,] tels que f = qg + r avec ¢, € K[xy,...,x,] et 7 =0 ou
deg(r) < deg(g). Les polynomes ¢ et r sont uniques.

Définition 1.27  (plus grand commun diviseur)
un plus grand commun diviseur des polynémes fi, ..., f; € K[z1, ..., z,] est un poly-

noéme unitaire h tel que :
1. h divise fy,..., fs.
2. Si p divise fi, ..., fs alors p divise h.
On écrit h = A(f1, ..., fs)-
Proposition 1.6
Soient fi,..., fs des polynomes dans K [x1, ..., x,] alors :

1. A(fy1, ..., fs) existe et il unique.
2. A(f1,..., [s) est un générateur de l’idéal (f1, ..., fs).
3. Pour s Z 37A<f17 '“afS) = A(flaA(f27 7fs)>

4. 1l y a un algorithme pour obtenir A(f1, ..., fs) appelé algorithme d’Euclide.
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1.2 La relation d’ordre.

Définition 1.28  (Produit cartésien)
Soient F et F' des ensembles, on note E x F' et on appelle Le produit cartésien de E

et I’ I’ensemble de tous les couples dont la premiére composante appartient a E et le

seconde & F': ExX F={(x,y): (r € E)AN(y € F)}.

Définition 1.29  (Relation binaire sur un ensemble)
Soit £/ un ensemble quelconque, une relation binaire R sur E est une partie de E2,
c’est-a-dire R = {(a,b) : (a,b) € E*}. Si R une relation binaire sur un ensemble E et

(a,b) € R, on dit que a est en relation avec b selon R et on écrit aRb.

Définition 1.30  (L’image directe et I'image réciproque)

Soit R une relation binaire sur un ensemble F, et soit X,Y des parties de F.

On appelle image directe de X par R, et on note R(X), le sous-ensemble de E :
R(X) = {y € E|3Jxr € X :2Ry}. Cas particulier, si la partie X = {a} (singleton)
on note R(X) par R(a).

On appelle image réciproque de Y par R, et on note R~}(Y'), le sous-ensemble de E :
R YY) ={zr€ FE|3z €Y : 2Rz} Cas particulier, si la partie Y = {b}(singleton)
on note R™(Y') par R7(b).

Exemple 1.12

Soient ’ensemble £ = {1,2,3} et R = {(1,1);(2,1);(3,2)} une relation binaire sur
E. X, ={1,3}, Xy ={3},Y1 = {1,2} et Yo = {2} sont des parties de F.

R(X;) ={1,2} =Y, et R(X3) =R(3) ={2} =Ya.

RV ={1,3} =X; et R"}(Ya) =R '(2) = {3} = Xs.

1.2.1 Généralités sur la relation d’ordre.

Définition 1.31
Une relation binaire R dans un ensemble non vide E est dite relation d’ordre sur £

si, et seulement si elle vérifie les trois propriétés suivantes :

1. Réflexivité : pour tout x, zRx.

2. Antisymétrie : si Ry et yRuz, alors © = y.
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3. Transitivité : si 2Ry et yRz, alors R z.

4. R est dite irréflexive si (x,z) ¢ R, pour tout x € E.

D’une fagon générale une relation d’ordre sera notée z < y (= inférieur a y), au
lieu de xRy. En cas de confusion possible on pourra préciser cette

notation : x <p y ou z <; y (s’il y a plusieurs relations d’ordre).

Définition 1.32

Un ensemble E muni d’une relation d’ordre sera dit un ensemble ordonné.

Exemple 1.13

1. L’ensemble N* muni de la relation de divisibilité : x/y (x divise y) définie par :

il existe a € N tel que y = ax.

2. P(F) muni de la relation d’inclusion : X C Y (F étant un ensemble quelconque).

Notation 1.7

On utilisera également les notations suivantes :
1. & £y : x non inférieur a y.

2. v <y :x strictement inférieur a y, c’est-a-dire x < y et x # .

Définition 1.33
Soit R une relation binaire de E vers F', on appelle complémentaire de R et on noté

R ou R° la relation binaire définie par :

V(z,y) € E X F;(x,y) € R° = (z,y) ¢ R.
Définition 1.34
Soient R et S deux relations binaires sur un ensemble F.

1. On appelle réunion de R et S et on note R U S, la relation binaire définie sur

E par : Y(z,y) € E?, (z,y) e RUS < (z,y) € RV (z,y) € S.

2. On appelle intersection de R et S et on note R NS, la relation binaire définie

sur E par : V(z,y) € E?, (z,y) e RNS < (v,y) € RA (z,y) € S.

3. On appelle compose de R et S et on note S o R, la relation binaire définie sur

E par : V(z,y) € E? (v,y) € SoR <= Fz € E: (v,2) € Ret (2,y) €S.
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Exemple 1.14
Soit £ = {a,b,c,d}. R ={(a,b),(b,c),(c,d)}.onaRoR ={(a,c),(bd)}.

Proposition 1.7
Soit R une relation binaire sur E.

1. R est réflexive, alors, R¢ aussi.

2. R est transitive, si et seulement si, Ro R C R.

3. Si R est transitive alors, R o R aussi.

4. R est antisymétrique, si et seulement si, ROAR® C Ag ot Agp = {(z,x)/x € E}.
Preuve.

1. Si R réflexive alors pour tout x € E, (z,x) € R, donc (z,z) € R¢, par suite R¢

est réflexive.

2. On suppose que R est transitive et on montre RoR C R. Soit (z,y) € RoR <=
dze E:(z,2) € Ret (2,9) € R, donc (z,y) € R.
Inversement : soient z,y et z € E tels que (z,y) € R et (y,z) € R, donc
(x,y) € RoR, comme RoR C R, on (z,y) € R, i.e, R est transitive

3. Si R une relation d’ordre transitive, On a Ro R C R.
Soient x,y et z € F tels que (z,y) € RoR et (y,2) € RoR, ie,
il existe (u,v) € E? tels que (z,u) € R, (u,y) € R, (y,v) € R et (v,2) € R.
Comme R est transitive, on a (x,y) € R et (y,z) € R, par définition on a
(r,z) € RoR.

4. On suppose que R est antisymétrique, i.e,
V(x,y) € E*: (z,y) € R et (y,z) € R implique =z = y. Et on vérifier que
RNRSC Ag, soit (z,y) € RNR, ie., (z,y) € R et (y,x) € R¢, donc
(x,y) € R et (y,x) € R implique x = y et par suite R NR® C Ag.
Inversement : si RNR® C Ap, alors (z,y) € R implique x = y.

Définition 1.35

1. Deux éléments = et y sont dits comparables si x < y ou y < x, sinon ils sont

dits incomparables, c’est-a-dire z £ y et y £ .
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2. Une relation d’ordre dans un ensemble E est dite totale si tous les éléments sont

deux & deux comparables.

3. Un ensemble £ muni d’une relation d’ordre totale est dit totalement ordonné,

on dit aussi que F est une chaine.

Exemple 1.15

1. N* avec la relation de divisibilité n’est pas une chaine.

2. P(E) avec la relation d’inclusion n’est pas une chaine (si £ a au moins deux
éléments).

3. N avec lordre ordinaire est une chaine.

Définition 1.36
Une relation binaire R sur un ensemble F est dite ordre strict si elle est irréflexive et

transitive. Dans ce cas le couple (F,R) est dit ensemble strictement ordonné.

Remarque 1.3
Un ordre strict < est nécessairement antisymétrique. En effet : si on imagine ((a < b)
et (b < a)), avec a # b, la transitivité de < entraine a < a, ce qui est contredit

l'irréflexivité de <.

1.2.2  Ordre réciproque, ordre induit, ordre produit.
L’ordre réciproque

Définition 1.37

Soit un ensemble ordonné (F, <) on peut définir sur £ une nouvelle relation, notée
r > 1y, comme étant équivalente & y < z. On vérifie immédiatement que c’est aussi
une relation d’ordre sur F£.

La relation x > y (x supérieur a y) est dite la relation d’ordre réciproque de = < y.
On notera également : x 2 Y : x non supérieur a y.

x >y : x strictement supérieur & y, c’est-a-dire x > y et x # y.

Remarque 1.4
Une relation d’ordre et sa relation réciproque ne sont identiques que dans le seul cas

de la relation d’égalité.
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L’ordre induit

Définition 1.38

Soit (F, <) un ensemble ordonné et soit A une partie non vide de E. La trace sur
A x A de la relation < est une relation d’ordre sur A qui sera notée x <, y , elle
est donc définie par : x € A et y € A et x < y. Cette relation sera appelée relation

d’ordre induite par < sur A.

Exemple 1.16
Soit I’ensemble ordonné (N*, /) et soit A = {1,2,8,64}. On remarque que A est une

chaine pour 'ordre induit, bien que la relation d’ordre ne soit pas totale sur N*.

L’ordre produit.

Définition 1.39

Considérons une famille d’ensembles ordonnés ((E;, <;));c;. Sur ’ensemble produit
E =[] E; on peut définir la relation : (x;) < (y;) pour tout i € I, z; <; y;.

1l estlecllaire que ceci est une relation d’ordre sur £ qui est appelée relation d’ordre

produit.

1.2.3 Morphismes et isomorphisme d’ensembles ordonnés.

Définition 1.40
Soit F(FE, F) 'ensemble des applications d’un ensemble £ dans un ensemble F. Si F’
est un ensemble ordonné on peut alors muni F(E, F') de la relation d’ordre induit :

f < g si, et seulement si, pour tout x € E, f(x) < g(z).

Définition 1.41
Soient deux ensembles ordonnés (F, <) et (F, <), une application f : F — F sera
dite un morphisme d’ordres ou encore une application croissante, si quels que soient

x ety dans E : z < y implique f(z) < f(y).On définira également :

1. Application décroissante : x < y implique f(z) > f(y). (c’est un morphisme en

munissant F' de ordre réciproque).

2. Application strictement croissante : x < y implique f(z) < f(y).
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3. Application strictement décroissante : x < y implique f(x) > f(y).

Remarque 1.5
1. Une application constante est a la fois croissante et décroissante, mais la réci-
proque est inexacte.

2. Une application croissante et injective est strictement croissante, mais une ap-

plication strictement croissante n’est pas nécessairement injective.

3. Si f est une bijection croissante, 'application réciproque f~! n’est pas néces-

sairement croissante.

Exemple 1.17

1. E=1{2,3,4,9} ordonné par divisibilité, F' = N avec l'ordre naturel, on définit
fpar f(2) = f(4) =1et f(3) = f(9) =2, f est croissante et décroissante mais

n’est pas constante.

2. Avec les mémes ensembles que précédemment, f(2) = 1, f(3) = f(4) = 2, et
f(9) =3, f est strictement croissante mais n’est pas injective.

3. L’application identique de (N*,|) sur (N*, <) est une bijection croissante, mais

I’application réciproque n’est pas croissante.

Définition 1.42
Une application f : E — F' est dite un isomorphisme d’ordres si : f est bijective et
r <y équivaut a f(z) < f(y). Cela signifie donc que f et f~! sont toutes les deux

croissantes, par suite étant injectives elles seront strictement croissantes.
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Chapitre 2
Etude sur les ordres monomiaux.

Soit A = K]z, z,), ou K est un corps commutatif.

2.1 L’ordre monomial.

Nous noterons M(zy,...,x,), ou M s’il n’y a pas de confusion, l’ensemble des

monomes en les indéterminées x4, ..., T, :

M(zy,.yzy) ={2% | a = (v, ..., ) € N'}.

Définition 2.1

Soit A = K[zy__, 2], ou K est un corps commutatif. Un ordre monomial sur M est

7

une relation ” <7 vérifiant les assertions suivantes :

1. 7 <7 est un ordre total sur M.
2. Si 2* < 28, alors %2 < 2P27, pour tous z%, 2° et 27 € M.

3. 1 5z, pour tout z* € M, tel que z* # 1.

Proposition 2.1

Soit X un ensemble ordonné non vide. Les assertions suivantes sont équivalentes :

1. la relation < est un bon ordre.

2. X est totalement ordonné et ne contient pas de suite strictement décroissante

pour la relation <.
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Preuve.

Supposons que la condition (2) est satisfaite. Soit xy un élément de X. Si < n’est pas
un bon ordre, alors puisque X est totalement ordonné, il existe x; dans X tel que
r1 < 9. De méme x; ne peut étre un plus petit élément il existe un x5 dans X tel
que x5 < x7. Par récurrence, on construit donc une suite strictement décroissante, ce
qui contredit (2).

Réciproquement supposons que la condition (1) est satisfaite. Alors a fortiori X est
totalement ordonnée. Si (x,,) est une suite décroissante, alors {z, z1, ...} est non vide
donc admet un plus petit élément. Cela assure que la suite est stationnaire, et prouve

que X ne contient pas de suite strictement décroissante pour la relation <. m

Proposition 2.2
Soit < un ordre monomial sur M. Soient x® et 2° deux mondémes de M, tels que z°

divise 27, alors v < 2.

Preuve.
Si le monoéme z® divise le monome 7, il existe alors un monoéme z” dans M, tel que

2P= z%27. L'ordre < étant monomial, on a 1 < 27, d’ott 2% < %27 =27. =

2.2 Quelques ordres monomiaux.

Soient o = (v, .oy ), 8= (B1,-,0,) EN" et |a|=Y0" i, | B 1= 0, B

2.2.1 L’ordre lexicographique.

Définition 2.2
L’ordre lexicographique noté ” <., ” est défini par :

2% <ep 27 < le premier coefficient non nul de 5 — « est positif.

Proposition 2.3

W

L’ordre lexicographique ” < 7 est un ordre monomial sur N™.

Preuve.
Que 'ordre lexicographique soit total découle immédiatement que ’ordre usuel sur N

est total. Supposons que a <., 5 et soit ¥ € N”. Comme f+v— (a+7) = —«
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il résulte de la définition que a + v <o 8 + . Finalement donnons nous une suite
décroissante d’éléments a; de N™ pour 'ordre lexicographique. La suite des «;; est
décroissante dans N donc stationnaire, il existe donc N > 1 tel que ;1 = oy, pour
¢t > N. On en déduit qu’a partir de N, La suite de «; 2 est décroissante. Quitte a
prendre un N plus grand, on a donc ;1 = an et o; 2 = ayg pour i > N. De proche
en proche on conclut que la suite des «; est stationnaire. Notons que si on change
Pordre des variables, 'ordre lexicographique obtenu est différent. Par conséquent il y

a n! ordres lexicographiques. m

Exemple 2.1

Soit A = K|z, y, 2], ou K est un corps commutatif.

Prenons le polynéme f = 4zy? + 2y32% de A. Le premier terme de f est 4xy? avec
a = (1,2,0) et le deuxiéme terme de f est 2y°2% avec 8 = (0,3,4). On obtient donc
le vecteur différence (o« — ) = (1, —1, —4). Puisque sa coordonnée non nulle la plus

a gauche est positive, on a que 3 <er o . Cest donc dire que 2y%2* <er 477>,

2.2.2 L’ordre lexicographique inversé

Définition 2.3
L’ordre lexicographique inversé noté ” =< eper = est défini par :

2% Zyevien T° < le dernier coefficient non nul de 3 — a est positif.

Exemple 2.2

Soit A = K]z, y, 2], ou K est un corps commutatif.

Prenons le polynéme f = 4zy? + 23°2* de A. Le premier terme de f est 4xy* avec
a = (1,2,0) et le deuxiéme terme de f est 2y°2z* avec 8 = (0, 3,4). On obtient donc
le vecteur différence (5 — ) = (—1,1,4). Puisque sa coordonnée non nulle la plus a

gauche est positive, on a que o <jep 3 . C'est donc dire que 47Y? <review 2y°2%.

2.2.3 L’ordre lexicographique gradué

Définition 2.4

L’ordre lexicographique gradué noté ” <gegie, ~ est défini par :
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| a|<| B ;

x® <deglex lﬂ A ou

| a|=| B| et 2% e 2°.

Remarque 2.1
Avec l'ordre lexicographique gradué, on compare d’abord les degrés puis on applique
I’'ordre lexicographique. Par exemple, avec y < x, on a

2 2 3
1 <deglew Yy <degl6z x <deglex ) _\<deglex xry <deglecc x #deglex y-.

Proposition 2.4

L’ordre lexicographique gradué ” <gegiex ” €st un ordre monomial sur N™.

Preuve.

Similaire au cas de 'ordre lexicographique. m

Exemple 2.3

Soit A = K]z, y, z], ou K est un corps commutatif.

Prenons le méme polynome f = 4xy? + 23°2* de A que dans I’exemple précédent.
Le premier terme de f est 4zy? avec | a |= 3 et le deuxiéme terme de f est 2y32*
avec | f |= 7. On obtient que | a |<| 5 | et donc & <Xgegiex S- Cest donc dire que

4:63/2 %degle:p 2y3 24 .

2.2.4 L’ordre lexicographique gradué inversé

Définition 2.5

L’ordre lexicographique gradué inversé noté ” <gegrevies ~ €st défini par :

la|<| B ;
x —\<degrevlex zﬁ < ou

| a |:| 6 | et a:'a >;T6’Ul€$ xﬁ

On compare d’abord les degrés puis on applique 'opposé d’ordre lexicographique

inversé
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Remarque 2.2
Une définition équivalente de 'ordre lexicographique gradué inverse est la suivante :
| |<| B3
L% Rdegrevien T > ou

| @ |=| 5| et le dernier coefficient non nul de 5 — « est < 0.

Exemple 2.4

Soit A = K]z, y, z], ou K est un corps commutatif.

Prenons le polynéme g = 22y°2? — 2*y23 de A. Le premier terme de g est 2zy°2? avec
a=(1,5,2),| a|= 8 et le deuxietme terme de g est —z'yz3 avec 8 = (4,1, 3),

| B |= 8. On doit donc examiner le vecteur différence (o — ) = (—3,4, —1). Puisque
sa coordonnée non nulle la plus & droite est négative, on a que 5 <gegrevies . Clest

donc dire que —2*y2® Kuegrevier 20Y° 22

2.3 Idéal monomial.

Définition 2.6
Un idéal I de K|z, ..., z,] est dit monomial s’il est engendré par des mondmes, au-
trement dit s’il existe une partie non vide £ C N", possiblement infini, telle que [

soit ’ensemble des polynémes qui s’écrivent comme somme finie de la forme g hox®

«
avec h, € K[z, ...,x,]. Dans ce cas, nous notons [ = (z*/a € E) .

Exemple 2.5
Lidéal I = (xty?, 23y* 2%y°) est un idéal monomial de K[z, y].

L’idéal I = (x — y) n’est pas monomial.

Remarque 2.3
Des idéaux monomiaux sont égaux si et seulement si ils contiennent les mémes mo-

nomes.

Définition 2.7
Soit A = K]z, z,), o K est un corps commutatif
et soient f = agz? + ag_12% ' + ... + a1z + ao un polynome de A, ot a; € K, ag # 0,

?

pour i =1,...n et ” <7 est un ordre monomial sur A. Soit d le degré du polynéme.
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” et nous le noterons

Nous dirons que aqz? est le terme dominant de f, selon ” <
LT(f)(pour leading term).

Nous dirons aussi que aq est le coefficient dominant de f, selon 7 < ” et nous le
noterons LC(f) (pour leading coefficient).

7

Nous dirons que z¢ est le monéme dominant de f, selon ” < ” et nous le noterons

LM(f) (pour leading monomial).

Exemple 2.6
Prenons le polynome f = 5x3y? — 622y + 3y — 1 de A et l'ordre lexicographique.
Nous avons que LT(f) = bx3y? LC(f) =5, et LM(f) = 23y

Remarque 2.4

On dit que f est unitaire si son coefficient dominant est 1.

Définition 2.8

Fixons un ordre monomial < sur M(x;__,x,). Tout polynéme non nul f de K[z, ;]
peut s’écrire sous la forme : f = a2 + asx®2 + ... + agx®ia,

ol les ax sont des scalaires non nul, les z“* des monémes de M(xy, ,x,) deux &
deux distincts et azx%d < ... < agx®2 < ™.

Le n-uplet «;, est appelé le multidegré de f, on le note multideg(f) : multideg(f) = «

tel que z® est le plus grand monéme apparaissant dans f.

Proposition 2.5
On fize un ordre monomial sur M(zy,_,x,). Soient f et g des polynomes non nuls

de K[zy, ,x,]. Le multidegré vérifie les propriétés suivantes :
1. multideg(fg) = multideg(f) + multideg(g) .

2. Si f+ g est non nul, alors multideg(f + g) < max(multideg(f), multideg(g))

et si, de plus multideg(f) # multideg(g), on a ’égalité.

Définition 2.9

Ces définitions s’étendent aisément & un ensemble F' C Klz; _, x,]. Ainsi :
1. LT(F)={LT(f): feF}.
2. LC(F)={LC(f): feF}.
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3. LM(F)={LM(f): f € F}.

Notation 2.1

Soit A =Klxy, ., 2], ou K est un corps commutatif, et soit I un idéal non nul de A.

1. Notons par LT(I) ’ensemble des termes dominants des éléments de I.
Autrement dit, LT(I) = {aqx? |il existe f € I avec LT(f) = aqx?}.

2. Notons par (LT(I)) l’idéal engendré par les éléments de LT(I).

Proposition 2.6
Soit I = (2®|a € E) un idéal monomial. Un monéme x” est dans I si, et seulement

si, 27 est divisible par x*, pour un o € E.

Preuve.

Si 2? est divisible par un monoéme 2%, a € FE, alors, il existe un polynome h de
K2y, ..., 2], tel que 27 = ha®, d’ott 2° € I. Supposons que 2 soit un monoéme de I.
Il existe alors une décomposition z? = ha(l)xa(l)+...+ha(s)xa(5), ol hagy € Klz1, ..., 2]
et a(i) € E. En développant chaque polyndme h, ), le terme de droite se décompose
en une combinaison linéaire de monoémes, et chaque monéme est divisible par un z*®.

Par suite, 2” est divisible par un z*?. =

Remarque 2.5

Supposons que I = (f1, ..., fs), pour tout i € [1,s], on a

LT(f;) € LT(I) C (LT(I)), par suite (LT(f1),..., LT(fs)) C (LT(I)).

Il est cependant possible que cette inclusion soit stricte, comme l’illustre ’exemple

suivant.

Exemple 2.7

On fixe lordre lexicographique sur les monomes de Rz, y], avec y < x.

Soient I = (f, f2) l'idéal de R[x,y] engendré par les polynoémes f; = zy + 1 et
fo = y?> — 1. Considérons le polynéme f = zy?> — x, on a :

vy —z=ylzy+1)+0u*>—1)+ (—x —y), et zy* —x =2(y> — 1) + 0(zy + 1) + 0.
La seconde équation montre que f € [ et d’aprés la premiére équation, on a :

—x—y = f—-yf € I.Ainsic+y € I et LT(x +y) = = € (LT(I)). Or
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x & (LT(f1),LT(f2)) = (wy,y?) car x n'est pas divisible par zy ou y?. L’inclusion
(LT (f1), LT(f2)) € (LT(1)).

Proposition 2.7
Soit A =Kz, x,], ou K est un corps commutatif et soit I un idéal de A.
On a que :

— (LT(I)) est un idéal monomial.

— Il existe fi,..., fs € I tel que (LT(I)) = (LT(f1),..., LT(fs))-

Preuve.

Voir (Cox, 1996) page 73. m

Remarque 2.6
Soit [ un idéal monomial. Un polynome f € K|z, ..., z,| appartient & I si et seulement

si f est une combinaison linéaire des monoémes appartenant a I.

Théoréme 2.2  (Lemme de Dickson)
Soit I un idéal monomial et E C N™ une partie non vide tels que les monomes x®
engendrent I. Il existe alors des éléments ay,...,as dans E tels que les mondmes

a1

..., x% engendrent 1. En particulier I est de type fini.

Remarque 2.7

Un ensemble de générateurs d’un idéal est parfois appelé base d’un idéal.

Théoréme 2.3  (Théoréme de base de Hilbert)
Soit A = K[zy,_,x,], ot K est un corps commutatif. Tout idéal I de A a un nombre

fini de générateurs. Il s’écrit sous la forme I = (f1, ..., fs), pour f1, ..., fs des éléments

de I.

Preuve.

Si I = {0}, on prendra I’ensemble de générateurs {0} qui est assurément fini, puisqu’il
contient un seul élément.

Si I # {0} et si I contient des polynomes non nuls, alors un ensemble de générateurs
{fi--, [s} de I peut étre construit de la maniére suivante.

On sait, par la proposition (2.7), qu'ily a fi..., fs € I tels que

(LT(I)) =(LT(f1),...,LT(fs)). Nous supposerons que I = (fi..., fs).
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Il est évident que (fi..., fs) C I, puisque chaque f; est dans I.

Inversement, soit un polynéme f € I. Si nous appliquons 'algorithme de division de
polynodmes pour diviser f par (fi..., fs), alors nous obtenons une expression de la forme
f=ai1fi + ...+ asfs + r ot aucun terme de r n’est divisible par LT(f1), ..., LT(fs)-
Nous supposerons que r = 0. Pour montrer cela, notons que r = f—ay fi—...—asfs € I.
Sir # 0, alors on aurait LT (r) € (LT(I)) = (LT(f1), ..., LT(fs)) et par la proposition
(2.6), il s’ensuivrait que LT'(r) devrait étre divisible par un des LT'( f;), ce qui contredit
la définition méme du reste r. Par conséquent, r = 0.

Donc, f =aifi + ... +asfs +0 € (fi..., fs), ce qui montre que [ C (fi..., f5). m
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Chapitre 3

Etude sur le probléme de

’appartenance d’un polynéme a un

idéal.

3.1 Algorithme de division des polynémes a plu-

sieurs variables.

Définition 3.1

Soit A = K[z, z,), ot K est un corps commutatif et soit < un ordre monomial
sur A et soient fi,..., fs des éléments de A. Soient Iidéal I = (fi, ..., fs) de A et une
permutation ¢ de 'ensemble {1, ..., s}. L’algorithme de division de polynémes sert a
diviser un polynéme f de A par une suite de polyndémes F' = (fi, ..., fs) de A. Ce qui

permet d’exprimer f sous la forme :
f=afi+. .. tafs+r

ou les a;, appelés quotients, sont des polyndémes de A et r appelé reste, est aussi un
polynéme de A. L’écriture de f sous la forme f = a;f; + ... + asfs + r, ou aucun
terme de 7 n’est divisible par un des LT'(f;), pour ¢ = 1...s, est unique. r est le reste
de la division de f par F' et ce, quelque soit la permutation o. En effet, le reste de la

division de f par (fi,..., fs) est égal au reste de la division de I par (f,qa), ..., fo(s))-
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Nous verrons plus tard que si le reste n’est pas nul, alors le polynéme f & diviser n’est
pas dans ’idéal I. L’inverse n’est pas toujours vrai. Notons par f~, le reste de la

division de f par les f; de F.

Algorithm 3.1  (Algorithme de division de polynémes)

Prenons un polynome f de A, (f1, ..., fs) une suite de polynomes de A et < un ordre
monomial sur A. Calculons d’abord LT(f) et LT(f;) pouri=1,...,s, selon <.
Posonsr=0eta; =..=a,=0.

Trowvons le plus petit i tel que LT(f;) | LT(f), s’il existe. Alors LT(f;) | LT(f)

deviendra notre premiers terme de a;. Cela fera en sorte que :

LT(f)
LT(f3)

LT(f)

f=1- IT(f)

fieta; :=a; +

S’il n’existe pas de tel i, on ar:=r+ LT(f) et f:= f— LT(f).

Recommencgons tout, cette fois, avec notre nouveau polynéme f. L’algorithme se ter-
minera quand f = 0.

Pour voir que l’algorithme se termine, observons qu’a chaque fois que la variable f est
redéfini, soit son degré baisse, soit elle devient nulle. Ainsi, f = 0 arrivera forcément

aprés un nombre fini d’étapes de l’algorithme et il se terminera.

Exemple 3.1

Soit A = K]z,y|, out K est un corps commutatif. Prenons f = zy> + 1 € A et deux
polynémes (zy + 1,y +1) de A. LT(f) = xy* LT (vy+1) = 2y, LT(y + 1) = y, selon
'ordre lexicographique. LT (zy + 1) | LT(f), puisque zy | zy? = y.

Donc, ay =yet f:=f— (ylay+1)) = —y+ 1.

Prenons f = —y+1let (zy+1,y+1),LT(f) = —y, LT(xy+1) =2y, LT(y+1) =y,
selon Pordre lexicographique. LT (zy + 1) t LT(f), puisque zy 1 —y.

Mais LT(y + 1) | LT(f) , puisque y | —y = —1.

Donc, ag = —1let f:=f—(-1(y+1)) =2.

Prenons f =2 et (xy + 1,y + 1), LT (xy + 1) 4 LT(f), puisque xy { 2 et

LT(y+ 1)1 LT(f), puisque y 1 2. Donc r = 2 et f = 0. Nous avons terminé et nous
obtenons f =xy* +1=y(zy+1) — (y + 1) + 2.
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3.2 Base de Grobner.

Définition 3.2
Un ordre monomial étant fixé, un sous-ensemble fini G = {g1, ..., g;} d'un idéal I est

appelé base de Grobner (ou base standard) si (LT(g1), ..., LT(g:)) = (LT(I)).

Exemple 3.2

On fixe l'ordre lexicographique sur les monémes de Rz, y] avec I'ordre alphabétique
y < x. Solent I = (f1, f2) I'idéal de R[z, y] engendré par les polynomes f; = zy+1 et
f2 = 4*—1. On a vu dans exemple (2.7) que U'inclusion (LT(f1), LT(f)) C (LT (1)),

est stricte, par suite { f1, fo} n’est pas une base de Grobner de I.

Exemple 3.3

Considérons les polynémes g; = z+z et go = y—x de Q[z, y, z]. On utilise ordre lexi-
cographique sur Q|z, y, z] avec x < y < z. Montrons que G = {g1, g»} est une base de
Grobner de l'idéal I = (gy, go). Supposons le contraire, c’est-a~-dire qu’il existe f € I,
tel que LT(f) ¢ (LT(g1), LT(32)) = {,y).

Alors z ne divise pas LT(f) et y ne divise pas LT(f). En raison de I'ordre lexicogra-
phique, z et y n’apparaissent pas non plus dans les autres termes de f. Par suite, f est
un polynome en la seule indéterminée z. Par ailleurs, on a f = hy(z 4+ ) + hao(y — ),
avec hy, hy € Q[z,vy, z]. On a alors pour tous a,c € Q, f(a,a,c) = hi(a,a,c)(a+ c).
Comme Q est infini et y n’apparait pas dans les termes de f , on en déduit que
f=hi(z,z,2)(x + 2). Par suite z + x divise f, qui est contradictoire avec le fait que

f est d’une seule indéterminée z. Ainsi, G est une base de Grébner de [.

Théoréme 3.2
Tout idéal I C Klzy,,x,] non nul posséde une base de Grobner. De plus toute base

de Gribner de I engendre I.

Preuve.

Nous avons vu l'existence d’une base de Grébner avec la proposition (2.7). Reste a
voir qu’une base de Grébner {g, ..., g:} engendre I.

On a bien évidemment (gy,...,g;) C I puisque g; sont dans /. Montrons 'inclusion
réciproque. Soit f un élément de I, L’algorithme de division de f par {gi,...,9:}

permet d’écrire f = a191+ ... +asg; + 1 avec aq, ..., a; des polyndémes et r un polynéme
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dont les termes ne sont divisibles par aucun LT(g;).

Supposons r # 0. Dans ce cas puisque 7 € I, on voit que
LT(r) € (LT(I)) = (LT(g1), -, LT (g¢)) -

La proposition (2.6) assure que 'un des LT'(g;) divise LT(r), ce qui est absurde. On

voit donc que r est nul, ce qui prouve que f appartient bien a (gy,...,g;). ®m

3.2.1 Propriétés des bases de Grobner

Proposition 3.1
Soient G = {¢1,...,9:} une base de Grébner d’un idéal non nul I C Kz , x,] et
[ € Klzy, ). Il existe un unique r € K[z, z,] satisfaisant aux deuz propriétés

sutvantes :

1. Les termes de r ne sont divisibles par aucun LT(g;).

2. 1l existe g € I tel que f =g+ .
Le reste est appelé la forme normale du polynéme f par la division par G. On

note f G .

Preuve.

Divisons le polynéme f par {g1,...,9:}, d’aprés la définition(3.1), il existe des poly-
nomes uq, ..., us et r, tels que f = wuyg; + ... + uggy + 7, ol r satisfait a l'assertion 1).
En posant, g = w191 + ... + w gy, le polynéme r satisfait aussi a l’assertion 2).
Montrons 'unicité de r. Supposons qu’il existe r et r/ satisfaisant les deux assertions :
f=g+r=qg/+r. Alorsr—rt=qgr—gel.

Ainsi, sir #r,ona LT (r —r1) € (LT (1)) = (LT (¢1), ..., LT (gt))-

Par suite, LT (r —r/) est divisible par un LT'(g;). Or, ceci est impossible puisque aucun
terme de r et r/ n’est divisible par LT (g1), ..., LT(g;). Par suite, r — r/ doit étre nul,
ce qui montre I'unicité.

La derniere assertion de la proposition est une conséquence de I'unicité du reste. At-
tention, méme si le reste est unique, les quotients uq, ..., u, peuvent étre différents

d’une décomposition & 'autre. m
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3.3 Probléme de ’appartenance & un idéal.

Etant donné un idéal I = (fi, ..., f,) et un polynome f de K[z, ..., z,,], déterminer

si fel.

Proposition 3.2

Soit I un idéal de K[z, x,] et soit G = {f1,..., [t} une base de Grébner de I. Un
polynome f de K[z, x,] est un élément de I, si et seulement si, le reste de la division
de f par G est égal a 0.

Autrement dit, f € I, si et seulement si, [ G 0.

Preuve.
Si le reste est nul, alors f € I. Inversement, étant donné f € I, alors, on a une
décomposition f = f + 0 satisfaisant les deux assertions de proposition (3.1). Par

suite, 0 est le reste de la division de f par G. m

Exemple 3.4

Considérons 'idéal I = {(fi, fo) de Q[z,y, 2], avec fi = xy — %, fo = 2* — 22,

Soit f = 223y — axyz? — y?22, a-t-on f € I? Considérons l'ordre lexicographique

gradué, avec z < y < x, on a les réductions xy f_1>y2, x? f_2>z2.

L’ensemble {fi, fo} n’est pas une base de Grobner de I, car la paire critique

2%y i1> x1y? f_l) y3 et 22y iz) yz? n’est pas confluente. Pour obtenir une base de Grébner,

il suffit de compléter cette paire critique, car il n’apparait pas d’autre paire critique

non confluente. L’ensemble G' = {fi, fo, f3}, avec f3 = y> — yz2, est une base de

Grobner de I. Pour tester 'appartenance de f a I, il suffit alors de diviser f par G,

on a f = 2xyf; + 22 fo. Le reste de cette division est nul, ainsi f € I. Cela revient &

réduire le polyndéme f par f; et fo et tester si la forme normale obtenue est nulle :

203y — ay2? — 22?2 fi 22%? — ay2® —y22? 1 20y — ay? — %2 fi 2yt — ayR? —
LR - RN

y222£>2y4 2 y2z2£2y222 — 9222 = 0.

L’ordre d’application des réductions n’a pas d’influence sur le résultat, car G étant

une base de Grobner, le systéme est confluent.

Ainsi, tout polynome f tel que LT(f) n’est pas dans l'idéal (LT(GQ)) = (zy, 22, y3)

n’est pas dans I. Par exemple, le polynome f = zy — 4% n’est pas dans I, car il est

en forme normale par réduction par G.

33



Chapitre 4

Etude sur les variétés algébriques.

Définition 4.1
Soit f = Z Car.an®txm € Fylz,, ..., 2,], alors :

Nous appellerons composante homogéne de degré d € N de f, notée f(@ la somme

des termes de degré total d de f.

Exemple 4.1
Soit F,[z,vy, 2], et f = 42* + 122y — 10yz + 1. On a f n’est pas homogene de degré
total d = 2. Le composante homogéne de degré d = 2 est : ) = 422 + 122y — 10yz.

propriétie 4.1
Un polynéme f € F [z, ,...,x,] de degré total D € N se décompose de maniére unique

comme la somme de ses composantes homogeénes non nulles. Autrement dit :

f= > 1

{d,0<d<D:f D0}

On appelle polynome homogénéisé (ou simplement homogénéisé) de f, le polynéme :
D

F(xy,..,mp, 2) = Zf(d)(xl, ooy T ) 2P
d=0

= f(D)(xla L) xn) + f(D_l)(xla "'7xn)’2+“'+f(0)($17 "'7$n)’zD' Ce
polynéme homogénéisé peut aussi étre calculé en utilisant la formule :

F<x1’ -.-,.I'n,Z) = ZDf(z—l . T_n)

z 27 2
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Exemple 4.2
Soit f € Fylr,y, 2], f = 422+ 122y — 10yz + 1 et D = 2. pour d = 0, f(© =1,
d=1,fM =0,d =2, f? = 42? + 122y — 10y
2
alors, F([E, Y, =, t) = Z f(d) (‘Ta Y, Z)t27d'

d=0
= fO(z,y,2)t? + fO(z,y, 2)t".

= 12 + 422 + 122y — 10y2.

Remarque 4.1

On remarquons que : F(xq,...,x,,1) = f(z1,...,2,).

Définition 4.2
Soient F une extension de corps de F, et fi,..., fm, € Fy[x1, ..., x,]. La variété affine
(ou simplement variété), sur F associée a fi, ..., f,, est définie comme I’ensemble des

solutions & coefficients dans F du systéme :

(

fl(ZEh ,In) =

fo(xy, oymy) =

Cette variété sera notée :
Vi(fiy oo fn) = {(21, .0, 20) € F" ¢ fi(21, ..., 2,) = 0, pour tout i,1 <i < m}.
Nous dirons que le systéme (x) est de dimension zéro (ou zéro-dimensionnel) si,

| Vi (f1, -y fin) |< 00, F, désignant la cloture algébrique de F,.

Définition 4.3
Soient Fi, ..., F}, les polynémes homogénéisés de f1, ..., f,, respectivement. Nous dirons

que le systéme () est de dimension zéro a 'infini, si le systéme suivant est :

(

Fi(zy,...,zp, 2) = 0;

Fg(l’l, vy Ly Z) = 0,
. (A)




Remarque 4.2

En homogénéisant les polyndomes du systéme (x), on peut faire apparaitre des solutions
a l'infini, c’est-a-dire des solutions de (A) pour lesquelles z = 0 qui ne sont pas des
solutions du systéme de départ (). D’autre part, les solutions du systéme (A) pour

lesquelles z = 1 correspondent exactement aux solutions de (x).

Lemme 4.1

Soient F une extension de corps de Fy et fi, ..., fm, G1, ..., G, des polynomes deFy[z1, ..., x,].
Alors : VE(f1, sy fms 91y 5 9t) = VE(f1, s f) O VE(g1, -5 92)-

Ce lemme traduit simplement le fait qu’une solution, sur F, du systéme polynomial :
fi=0,...,fm =0,g0 =0,...,9. = 0, est un zéro commun, sur F, des polynémes

fi, ., fm et des polynomes g1, ..., g;.

Remarque 4.3

Dans la suite, nous noterons plus simplement V(fi, .., fm) la variété Vg, (f1,..., fm)-

Exemple 4.3
2 _ Q.
. 2 3 . y — T = 07
Soient f1 =y — a°, fo = z — x° € Rz, y, 2] et le systeme suivant : ;
z—x°=0.

Alors, la variété affine de ce systéme est :
V(f1, f2) = {(a1,a9,a3) € R?: fi(a1,a2,a3) = 0, pour tout 7,1 < i < 2},
On peut = =t alors,
y—a®=0; y =% y=1%
—
z—a®=0. 2= a3, 2z =13
Donc V(fy, fa) = {(¢, 1%, %) : t € R} C R3.

Soit A = K]z, z,), ou K est un corps commutatif.

Définition 4.4
Soit I un idéal de K]z, ..., x,]. On note V(I) le sous-ensemble de K" défini par :
V() ={(ay,...,a,) € K" | f(as,...,a,) =0, pour tout f € I}.

Proposition 4.1
Pour tout idéal I de Kz, ..., z,], V(I) est un ensemble algébrique affine. En particu-
lier, si I = (f1,..., fs), alors V(I) =V (f1,..., fs).
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Remarque 4.4

11 faut observer que I contient plus d’informations que V (/) : par exemple considérons
le systéme en une variable et une équation : 2 = 0 dans K = C. I'idéal associé est
I} = (2?) et la variété associée a I; est V(I;) = {0}.

Donc les idéaux I; et Iy = (z1) ont la méme variété algébrique associée {0}.

Remarque 4.5
On peut ainsi décrire V(I) a partir de toute base de I, en particulier avec une base

de Grobner calculée avec I'ordre lexicographique.

Exemple 4.4
2+t +22=1
On considére le systéme d’équations 2+ =y
r=z
dans C3. Ces équations déterminent 1'idéal
I=@+yP?+ 22— 1,22+ 22—y, — 2).
L’objectif est de décrire ’ensemble algébrique affin V(I). On calcule une base de
Grobner G = {g1, g2, g3} de 'idéal I en utilisant P'ordre lexicographique induit par
I’ordre alphabétique z <y < x :
G=x—2,g0=—y+22%gg=2"+122— 1.
On a V(I) = V(g1, g2, 93). L’équation g3 = 0 est de degré 4 en z, ses racines sont :
z = i%m Des équations g; = 0 et go = 0, on déduit alors les valeurs de x

et de y.

Définition 4.5
Soit W un ensemble de K". Alors,
I(W) =A{f e Klxy,...,x,] | flar,...,a,) =0,Y(aq,...,a,) € W} est un idéal.

Définition 4.6
Si I est un idéal, alors /I = {f €Klz1,....,2,] | Ik € N tel que f* € I}.

Théoréme 4.1  (Hilbert Nullstellensatz)
Si I est un idéal de K[z, ...,x,] alors [(Vg(I)) = V1.
Si 'V est une variété algébrique sur K alors Vg(I(V)) = V.
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Définition 4.7
Une variété V est dite irréductible si dans toute expression de V comme union de

deux variétés ViUVoonaV=V;ouV =V,

Proposition 4.2

Soit V une variété algébrique. V est irréductible, si et seulement si, I(V) est premier.

Théoréme 4.2

K

1. SiI est unidéal alors il existe Ji, ..., Jx des idéaux premiers tels que /1 = ﬂ J;.
i=1

2. Si 'V est une variété algébrique, il existe Vq,..., Vi des variétés algébriques

K
wrréductibles telles que V = U V.

=1
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Conclusion

Dans ce mémoire, on s’intéresse a 1’étude des ordres monomiaux et les variétés
algébriques. Nous avons donné dans le premier chapitre quelques notions élémentaires
sur les anneaux et la relation d’ordre.

Dans le deuxiéme chapitre, nous avons fait une étude sur les ordres monomiaux,
quelques ordres monomiaux et 1’'idéal monomial.

Ensuite nous avons étudié la base de Grobner et le probléeme de I'appartenance
d’un polynéme & un idéal. Nous avons utilisé la base de Grobner & le grand avantage
de ramener 1’étude des idéaux polynomiaux & I’étude des idéaux monomiaux, plus
faciles a appréhender, ainsi que résudre le probléme de ’appartenance d’un polynéme
a un idéal.

Finalement nous intéressons a quelques propriétés sur les variétés algébriques.
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